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Matematicky popis proudeni
a prestupu tepla ve vypocetni
dynamice tekutin (CFD)

Jan Kracik (jan.kracik@tul.cz)



VMM

Obsah prednasky

o Zakladni pojmy a déleni proudéni
o Eulerdv a Lagrangeuv popis
o Zakony zachovani hmoty, hybnosti a energie

o Zachovani obecné veliCiny
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VMM

Zakladni pojmy a deleni proudeni
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VMM

Zakladni pojmy
o Navier-Stokesovy (N-S) rovnice pro popis proudéni.

o Tekutiny jsou latky, které se trvale nedeformuji pod zatizenim na rozdil od tuhych
latek.

o Tekutiny jsou uvedeny do pohybu, pokud na né pusobi vnéjsi sily.
o Tuhé latky zaujimaji definovany tvar, tekutiny nikoliv.

o VinzZenyrské praxi se zaméfujeme na makroskopické chovani tekutin.

- . Pouzité znaceni:

o Predpoklad kontinua o
1. Skalarni veliina - a nebo (a)

2. Vektorova veli¢ina - a nebo [a]

3. Tenzor 2. fadu - {A} nebo {a}
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VMM
Déeleni proudéni

o Déleni dle dimenze problému:

o Jednodimenzionalni proudéni (1D)
o Vicedimenzionalni proudéni (2D, 3D)

o Déleni dle zavislosti na Case:

o Stacionarni proudéni
o Nestacionarni proudéni
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VMM
Déleni proudeni (2)

o Déleni dle poctu fazi:

o Jednofazové proudéni
o Vicefazové proudéni

o Déleni dle uvazovani viskozity:

o ldealni (nevazké) proudéni
o Realné (vazké) proudéni
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VMM
Déleni proudeni (3)

o Déleni dle chovani viskozity:
o Proudéni Newtonovskych tekutin
o Proudéni Nenewtonovskych tekutin

o Déleni dle stupné turbulence (Reynoldosova cCisla):
o Laminarni proudéni

o Prechodové proudéni
o Turbulentni proudéni

FAKULTA STROJUNE TUL



VMM
Déleni proudeni (4)

o Déleni dle stlacditelnosti:

o Proudéni nestlacitelnych tekutin (Ma < 0,3)
o Proudeéni stlac¢itelnych tekutin (Ma > 0,3)

o Déleni proudéni dle rychlosti stlaCitelné tekutiny:

Proudéni podzvukové (subsonické) (Ma < 1)
Proudéni zvukové (transsonické) (Ma=0,9 az1,1)
Proudéni nadzvukové (supersonické) (1 < Ma <5)
Proudéni hypersonické (Ma >5)

O O O O
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VMM
Déleni proudeni (5)

o Déleni dle rotace Castic tekutin:

o Nerotaéni (potencialni) proudéni ('xv = 0)
o Rotaéni proudéni (Vxv # 0)
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VMM
Déleni proudeéeni (6)

o Klasifikace proudéni z hlediska parcialnich diferencialnich rovnic, které jej popisuiji:

- URTHPT : 0%2¢p | 92
o Proudéni popsané eliptickym typem rovnic 6_x(§ _6y(§ =f
> y . , . a(p az(p
o Proudéni popsané parabolickym typem rovnic Frialew:
?¢ _ %9

o Proudéni popsané hyperbolickym typem rovnic =

o Kazdy z uvedenych typu rovnic vyzaduje specialni pfistup pfi feseni.

o N-S rovnice jsou nelinearni parcialni diferencialni rovnice 2. fadu s obecné 4 nezavislymi
proménnymi (X, Y, z, t).
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VMM

Euleruv a Lagrangeuv popis
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VMM
Euleruv a Lagrangeuv popis

o Zakony zachovani pro popis proudéni a pfenosu tepla mohou byt formulovany 2 odliSnymi
pristupy.

o Lagrange = Materialovy objem (MV), Euler = Kontrolni objem (CV).

Lagrange Euler
J 1 MO(t+At) g1 MO(t+Af)
mog) MO(t)
@ "“ KO(t)
X X
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VMM
Euleruv a Lagrangeuv popis (2)

o Proménné jsou funkci polohy (x) a €asu (t), rychlost proudéni je pak v(x, t).

o 2 uvedené pristupy jsou vzajemné provazany nasledovné:

V(x(Xg, 1),1) = 5-x(Xo, ) (1)

x(x,y,2z) = x(Di +y(0)j + z(Dk (2)

o V zavislosti na zvoleném pfistupu jsou proménné sledovany v kontrolnim objemu Ci
protékané oblasti (Euler), nebo sledovanim materialového objemu (Lagrangian).
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VMM

(©)

Euleruv a Lagrangeuv popis (3)
Pro CFD se zasadné vyuziva Eulerova pristupu — metoda koneénych objemd (MKO).

Pro strukturalni analyzu je hojné vyuzivan Lagrangeulv pfistup — metoda koneénych prvki
(MKP).

Pro obecnou proménnou ¢ = (X, v, z, t) plati:

Do _ (do) _Zedt, deds
MV

— \dt

dpd dp dz d d d d
= _|__(p_y _(P_=_(P+u_(P+V_(P+W_(P (3)

T otdt 9xdt 9y dt 9z dt  dt ax dy 9z

o @ = @(X, Yy, z, t) predstavuje obecné jakoukoliv proménnou, skalar nebo vektor, napfr.

FAKULTA
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VMM
Euleruv a Lagrangeuv popis (4)

o ¢ = o(x, y, z, t) prfedstavuje obecné jakoukoliv proménnou, skalar nebo vektor, napf.
rychlost, tlak, teplota, ...

D_‘P_(dﬁ) _dedt  dodx  dody A d¢dz_Jde , d¢ , 90 . 0@
Dt~ \dt/py ot dt axdt+aydt azdt_at+uax+vay+waz (3)
Do a
— = = 4+ v.V 4
Dt ot ¢ ( )
\_Y_l \_Y_l
Lokalni zména Konvektivni

veliéiny v éase = zmeéna veli€iny
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Zakony zachovani hmoty, hybnosti a
energie
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VMM
Zakon zachovani hmoty

o Rovnice kontinuity popisuje zachovani hmoty.

(dm) — 0o
dt MV

d(pV)>
=0
().

Zachovani 9p 7-Tovl =0 5
oty ~ T lpv] (5)
— —

Lokalni zména Konvektivni

hustoty v Case  zmgna hustoty
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VMM
Zakon zachovani hmoty (2)

o V pripadé absence vyraznych zmén tlaku nebo teploty muzeme predpokladat rovnici
kontinuity pro nestlaéitelnou tekutinu.

|
o

Zachovani V-.v
hmoty pro
nestlacitelnou
tekutinu

(6)
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VMM
Zakon zachovani (linearni) hybnosti

o Zachovani linearni hybnosti, tj. p = mv.

d[mv])
— fdv = | fdV
(450, -(f ) -

\%

(f d[(;)tv]dv> =jde
MV

\% \%

Zachovani d[pv]
hybnosti 9t + V-{pvw} = f (7)
\ ) \—Y—l L )
Lokalni zména Konvektivni Vnéjsi sily
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VMM
Zakon zachovani (linearni) hybnosti (2)

v s

o VngjSi sily délime na plosné (f.) a objemové (f,).

d[pv]
ot

£V oWl =3 i =+

o V tomto tvaru je jednotkou kazdého ¢lenu v rovnici N/m3,
o f, obvykle zahrnuje pouze gravitacni silu.
f, = [pg]
o Ve specialnich pfipadech mizZou byt zahrnuty i dal8i objemové sily.
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VMM
Zakon zachovani (linearni) hybnosti (3)

o fg zahrnuje sily pisobici na kontrolni objem vlivem tlaku a te€ného napéti (vazkost).
f,dV = {0} - dS = {0} - ndS

o Aplikaci Gaussovy-Ostrogradského véty ziskame
Jy £sdV = [ {6} -ndS = [, V-{c}dV

o f, muzZe byt vyjadfeno nasledovné:

f.=V-{o}
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VMM
Zakon zachovani (linearni) hybnosti (4)

o Po upravach a dosazeni mame nasledujici tvar N-S rovnice:

d[pv]
ot

+ V-{pvv} =1, +f, =V-{o}+ [pg]

o Tenzor napéti o Ize pak vyjadrit jako:

{o} = —p{I} +{1}
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VMM
Zakon zachovani (linearni) hybnosti (5)

o Zakon zachovani hybnosti je vyjadifen nasledovné:

Zachovani d[pv]
hybnosti at

[ ) S —— —_ — -
Nestacionarni Konvektivni Tlakové Vazkeé Gravitacni
Clen Clen sily sily sily

+ V-{pvw}=-Vp + V-{t} + [pg] (15)

o Tenzor teCnych napéti se v pripadé newtonovskych tekutin vyjadruje jako:

{1} = p({7v} + (79}T) — S (v - v{D (16)
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VMM
Zakon zachovani (linearni) hybnosti (6)

o Konecény tvar zakonu zachovani hybnosti pro newtonovskou tekutinu:

4 7oy = —Tp + 7 {u((v) + (7T =20 WD) + gl @)
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VMM
Zakon zachovani energie

o Zachovani energie vychazi z 1. zakona termodynamiky vyjadfeného ve formeé celkové

energie Etotal = m(einternal + 1/2'IVI'IVI):
1. Zakon (_dEtotal) = Q0 - W (18)
termodynamiky dt  /mv
_ —_—
Rychlostzmeny  t¢pjo Prace

celkoveé energie godané do odvedena
systému  systémem

o Oba Cleny na pravé strané rovnice (18) jsou slozeny ze 2 Casti:

dEtota : : , .
(Fopt) = Qe+ @y~ W — W (19)
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VMM

Zakon zachovani energie (2)

o Mira odvedené prace za €as = vykon.

Wsz_fs

[fs-v]-dS (19) W,=—[, (fp-v)dV =~ [, ([pg] - v)dV (20)

o Vykon plosnych sil je vyjadfen jako:

VVS=—j[fs-v]-dS=—J[0'-v]-ndS=—J|7-[0'-V]dV=
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=—fV \7-[{—pl+‘t}-v]dV=—fV (=V-[pv]+V-[t-v]DdV
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VMM
Zakon zachovani energie (3)

o Tepelny zdroj v kontrolnim objemu:

Q= Qv = [, qvdV

o Prostup tepla plochou kontrolniho objemu je vyjadien nasledovné:

Qs - - fs [qs] ) [dS] f [qs] — _f V-
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VMM
Zakon zachovani energie (4)

o Zakon zachovani energie je po dosazeni a upravach vyjadren jako:

dE d(pe
( total) =J ( (p total) L 7. [petotalv]> dV =
dt )., N ot

(24)

= —j V- [qs]dV+JquV+f(—V-[pV] +V- [‘t-V])dV+f([pg] -v)dV
A% \% \% \%

FAKULTA STROJUNE TUL



VMM
Zakon zachovani energie (5)

o Zakon zachovani energie po prevedeni do diferencialniho tvaru:

Zachovani energie

d(pe
(pattOtal) + V- [peotaVl ==V - [qs] +qv =V - [pv] + V- [t-v] + [pg] - v
Nestacionarni Konvektivni onlr raln . ok — &)
) Tepelny Tepelny Vykon Vykon Vykon
Clen Clen tok zdroj tlakovych vazkych gravitaénich
sténami v objemu sil sil sil
objemu
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VMM
Zakony zachovani pfi proudéni tekutin- Shrnuti

Zachovani ap
hmoty at t Velevl =0
\_Y_) \_Y_l
Nestacionarni Konvektivni
clen clen
Zachovani | olpv]

+ V-{pv}=—-Vp + V- {1t} + [pg]

hybnosti dat

—_— \—'—I e Bt [E—) —_—
Nestacionarni Konvektivni Tlakové Vazkeé Gravitacni
Clen Clen sily sily sily
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VMM

Zakony zachovani pfi proudeni tekutin- Shrnuti (2)

Zachovani energie

d(petotal) +

V- lqs] +qv—V - [pvl+ V- [t-v]+[pg] -V

V- [petotalV] =
ot P€total
= $
Nestacionarni Konvektivni
clen C¢len
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Tepelny Tepelny Vykon Vykon Vykon (25)

tok zdroj tlakovych vazkych gravitaénich
sténami v objemu sil sil sil
objemu
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Zachovani obecné veliCiny
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VMM
Zakon obecne veliCiny

o Pro obecnou proménnou ¢ = (X, vy, z, t) plati nasleduijici rovnice:

d(py) _
o+ Vlpevl = V- (L,Ve) + S, (<6)
e — —_—
Nestacionarni Konvektivni Difuzni Zdrojovy
¢len ¢len ¢len ¢len

o @ muze predstavovat skalarni nebo vektorovou veli€inu.

o Tato rovnice je velice dulezita pfi diskretizaci jednotlivych ¢lent v CFD.
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Shrnuti prednasky
o Zakladni déleni proudéni
o Lagrangeuv a Eulertiv popis

o Zakladni zakony zachovani pri proudéni tekutin a pfenosu tepla
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Dekuji za pozornost

Jan Kracik (jan.kracik@tul.cz)
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