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Diskretizacni proces a
reseni systemu rovnic

Jan Kracik (jan.kracik@tul.cz)
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VMM

Obsah prednasky
o Proces diskretizace
o Geometricky a fyzikalni model
o Diskretizace oblasti (domény) a diskretizace rovnic
o Topologie a konektivita vypocCetni sité

o Reseni diskretizovanych rovnic
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Proces diskretizace
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Geometricky a fyzikalni model
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o Dveé urovné modelovani:

o geometricky model
o fyzikalni model

Geometricky a fyzikalni model

o VZzdy je snaha zanedbat, zjednodusit co nejvice to Ize (3D vs 2D, symetrie, apod.).
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Diskretizace oblasti (domeény) a
diskretizace rovnic
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Diskretizace oblasti a diskretizace rovnic

o Geometricky model (oblast) musi byt rozdélen na koneény pocCet podoblasti
(objemu/elementt/bunék) a parcialni diferencialni rovnice musi byt pfevedeny do
algebraické podoby.

o Numerické feSeni diskretizovanych diferencialnich rovnic spociva v hledani hodnot zavisle
proménné veliiny ¢ ve specifikovanych bodech vypocletni sit€, coz midzou byt stiedy
objemuU nebo jejich uzly (méné Casté v MKO).

Chladi¢ Tepelné vodiva deska 0 (p¢)

y / WWLV'(,OV@):V‘(FV@)‘FQ

= / l

Mikroprocesor N
4—/ Y i
+— (tepelny zdroj) apdp + E AppPrp = bp
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Nazvoslovi sité a typy elementu

o Oblast muze byt rozdélena na podoblasti rovnomérné nebo nerovhomérné.
o Pouzivaji se strukturované, nestrukturované a hybridni typy siti.

o Sit je tvofena koneCnymi objemy, jejich hranicnimi plochami a uzly. Objemy, plochy a uzly
jsou vnitfni a hraniCni (okrajové podminky).

Uzel (node) Objem (cell) Uzel (node) Objem (cell)
\\. ‘ — Z
—___'__'___,__-——'
Plocha — Plocha —
(face) (face)
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Diskretizace oblasti — ulozené informace o promennych

o Hodnoty proménnych jsou obvykle ulozeny ve stfedech objemu (Ansys Fluent,
OpenFOAM).

o Ansys CFX uklada hodnoty proménnych v uzlech jednotlivych objemu.

o Obecné plati, ze objemy se nesmi pfekryvat ani chybét (ale jsou vyjimky).

Chladi¢ Tepelné vodiva deska
// /

/

Mikroprocesor
1 (tepelny zdroj)
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Diskretizace oblasti — ulozené informace o promennych

o Hodnoty proménnych jsou obvykle ulozeny ve stfedech objemu (Ansys Fluent,
OpenFOAM).

o Ansys CFX uklada hodnoty proménnych v uzlech jednotlivych objemu.

o Obecné plati, ze objemy se nesmi pfekryvat ani chybét (ale jsou vyjimky).

Chladi¢ Tepelné vodiva deska
// /

/

Mikroprocesor
1 (tepelny zdroj)
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Dimenze oblasti - 1D, 2D, 3D

o Neékteré SW umoznuji pracovat pouze s 3D geometrii.

o 1D a 2D problémy jsou pak oSetfeny specialnimi okrajovymi podminkami (OpenFOAM).
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rwv

Prubéh proménné napfi¢ objemem a plochou

o Proménné (p, T, U, ...) maji napfi¢ objemem/bunkou a hrani¢ni plochou objemu linearni
pribéh (MKO 2. fadu).

o Hodnoty proménnych (p, T, U, ...) jsou pocitany a ulozeny ve stfedech objemu (P, N, ...).

o Hodnoty na hranicich objem0 (ve stfedech ploch) jsou uréeny na zakladé hodnot ve
stfedech sousedicich objemu (interpolacni schémata).

o Kazdy kontrolni objem ma “M* sousednich kontrolnich objemud (bunék), tj. “M* ploch.
o Uzel objemu
n; < Stfed plochy objemu

plocha _ locha
obdélniku chobézniku
= 14
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Topologie site a typy bunek

Ctyfuhelnikova sit’
(2D Quadrilaterals)

Trojuhelnikova sit’
(2D triangles)
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Pouzivané typy elementu pro CFD

o Sestistény, étyistény, mnohostény (polyhedry), klinové, pyramidové elementy, ...

A

Ctyfuhelnik  trojuhelnik

2D vg

lichobéznik  kosodélnik

O C

Polygon Polygon
(heptagon) (pentagon)
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Sestistén Sestistén

(hranol) (zkoseny)
3D ‘i W
petisten Ctyfstén
(pyramida) g
pétistén mnohostén

(hranol) (polyhedron)

16



VMM

Topologie a konektivita vypocetni
sité
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Usporadani a konektivita site

o VS8echny uzly, plochy a objemy sité musi byt uloZeny dle urcité metodiky (systematicky).

e Uzel aPlocha +# Objem
Patch #2 Patch #1
1 2 3 4 5 6 7 35 36 37 38 39 40
A e B Y £
58 <1 I 1 2 3 4 5 6
8 9 10 11 12| 13 14 b 6‘1 > -Zl’ 7A3I> . 4I>g‘5 ’m‘ B 41
15 16 17 18 19 20 21 57 4'1“ >62q1604l15‘u.'15,12"17‘13"18‘ o 7 ¢ ’
= B = = [~ Y =
220 23| 24| 25| 26 27| 28 56 < -19 > -2°I> z l-24‘2‘il>25‘23 T o >+ 12 | 13 | 14 | 15 | 16 [ 17
Ad A4 v = E2Y Ay
55 54 53 8 20
20 30| 31| 3@ 4 | 29;7" ;8"30; p ol e
63
51 P66 64<q > 45 2l 22
Patch #3 33 34| 35| 36 "S]A g [z,
504 33p 34 > 16 23 24 25
37 38| 39 40 9 v v
19 48 47
Celkem uzlt = 40 Celkem ploch = 66 Celkem objemu = 25
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Usporadani site — uzly

o Oznaceni jednotlivych uzlt vzhledem k celé oblasti = globalni znaceni.

Patch #2 Patch #1
1 2 3 4 5 6 7
(o] 0 ) Q@ @ O 0]
8 9 10 11 12 13 14
Q O O O O O 10
15‘ 16. 17. 18. 19. 20. 21.
22 23 24 25 26 27 28
(o] O © O O O Q
29 30 31 32
O O Q
33 34 35 36
Patch #3 Q Q Q
37 38 39 40
© Q 0]
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e Uzel

Pole vSech 40 uzlu
(1]2/3[4/5/6]7][8]|9]10

111[12]13]14[15[16]17[18]19]20]

121|22|23|24 |25(26|27(28(29/30

131/32[33|34[35/36/37(38(39] 40/
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Usporadani site — uzly (2)

o Oznaceni jednotlivych uzlt vzhledem k pfislusné okrajové podmince = lokalni znaceni.

Patch #2 Patch #1

1 2 3 4 5 6 7
O @ | @ Hraniéni uzel

O Vnitini uzel

8 9 10 11 12 13 14

O 0O O O I O O
I
I

vnitini |12 [3[4]..|7]8]

20 21

O 0]
27 28 Hrani¢ni
Q

15 16 17 18 | 19

NS

22 23 24 25 26
O o o © O C

~

Patch#1 |1 |2 [3[4 | |23[24]

29 30 31 32
o O O 0

33 34 35 36
Patch #3 [0} O O O

Patch#2 |1 [2 |3 |4

Patch#3 |12 |3 | 4|

37 38 39 40
O O O o
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Usporadani site — plochy

o Oznaceni jednotlivych ploch vzhledem k celé oblasti =

Patch #2
35 36 3

Patch #1

o]
g B>
o'
w ’\]
'—
gt
+4L

Ly

6 7, B + Op |1
57 62”60 1 12+ 13 42
14 15, 16, 18,
ceq 19 20 21 22+ + 43
T T T24‘ 25, 1| 26,
55 54 24 ZBL 44
22T 29 + 30 "
S il
51 6 56441 P45
31 6 32
Patch #3 Z—
50 33+ 34 46
49 48 47
v VJ
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globalni zna€eni.

A Plocha

Pole vSech 66 ploch
112[3/4]5/6[7[8]9]10

111[12]13[14[15[16[17[18]19]20]

21]22|23[24[25]26|27|28 29|30

31/32/33|34|35/36|37/38[39/ 40/

41|42 |43]44|45]46]47|48[49]|50]

51/52[53|54|55[56|57[58(59(60|

61/62|63]64/65[66]
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Usporadani sité — plochy (2)

o Oznaceni jednotlivych ploch vzhledem k pfislusné okrajové podmince = lokalni znaceni.

Patch #2 Patch #1 A Vnitfni plocha
39 40
A yAy A Hraniéni plocha
4[I> 5 41
8 A 9 10
JAY
12 13 B 42
N T s, Vnitini |1 ]2 [3 ] 4] . [33][34]

Patch #3
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Hranic¢ni

Patch#1 |1 |2 |3 | 4| [23]24]

Patch#2‘1|2‘3‘4|

Patch#3\1|2\3|4|
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Usporadani site — objemy

o Znaceni objemu vzhledem k jednotlivym okrajovym podminkam, ale i obecnéji na vnitfni a
hraniCni (okrajové podminky), pro které objem nemusi mit sousedni objemy na vSech
stranach.

o VeétsSinou se vSak pouziva globalni znaceni.

Patch #2 Patch #1
Vnitini objem
m 2 5| B = B
- S e g g B Hranieni objem
"BB BN AR RE AR Pole vSech 25 objemu
o ey e Vnitini [ 9[10[15]16]
21 22 Okrajové 172737  24[25]
Patch #3 (hranicni)
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o Konektivita objemu (bunék) je nutna pro pfevod lokalni formulace na globalni formulaci

Konektivita site — objemy

(matice soustavy), ktera se pouziva pro konecné reseni problému.

o Kazdy objem (,vlastnik®) musi byt formulovan ve smyslu jeho sousednich objem,
ohranicéujicich ploch a definujicich uzl.

#+ Objem

Celkem
objem
=25
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Patch #2

Patch #1

10

11

12

13

14

15

16

17

Patch #3

18

19

20

21

22

23

24

25

Vlastnik Soused
(Owner)  (Neighbour)
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Konektivita site — objemy (2)

Patch #1

Patch #2

7 8{:3‘:}10

12 s 14 15 16

~]] 18| 19

Patch #3 ~

23 | 24 5 [~

Konektivita: Objem &. 9
# Sousedni objemy [4, 10, 15, 8]

A Onhranicujici plochy [8, 12, 16, 11]
@ Definujici uzly [12, 19, 18, 11]
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Konektivita site — plochy

o Vyuziti pfedevSim pro ur€eni toktl bilancovanych veli¢in na hranicich objemu.
o Kazdou plochy obvykle sdili pouze 2 objemy, tj. na kazdé strané plochy je 1 objem.

o Existuji vyjimky, kdy 2 objemy sdili vice nez 1 plochu.
Patch #2 Patch #1

1 2 3 4 5 -(_i-_ H = 12 5
7 8 9 > 10 1 12 12
12 13 | 12 15 | 16 || 17 8 9 10 Sf
'Ti_\m 19 | 20 5 ° f o
Rl 22 P N
Patch #3 et R
- Vlastnik Soused
18 19 (Owner)  (Neighbour)
A Konektivita: Plocha ¢.12

# Sousedici objemy [9, 10]
@ Definujici uzly [12, 19]
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Konektivita site — uzly

o Vyuziva se predevSim pro vizualizaci a interpretaci dat (post-processing) a v nékterych

pfipadech také pro vypocet gradientli (Green-Gauss Node Based).

o Ve 2D pro Ctyfuhelnikové objemy plati, Zze dany uzel je sdilen 4 objemy a 4 plochami, ve

3D a pro obecny typ elementu toto neplati.

Patch #2 Patch #1

| S

~
@
0
A

=

17 13 14 15

18

Patch#3 %

22

23

14

15

16

@ Konektivita: Uzel ¢.12
# Sousedni objemy [4, 5, 10, 9]
A Okolni plochy [4, 9, 12, 8]
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Redeni diskretizovanych rovnic
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Prevod lokalni formulace na globalni

Lokalni formulace: aplp + anpnTi + anpelo + anpsTs = bp

N
apop + Z b Prp = bp

nb=1 Globalni formulace: .75 + a3, 7y + azo Ty + assTs = bs
[ o @] r [ ] | [ [ ] ]
1
4 ™ o) o ° °
1 2 5
2—+-13 Eyl 3] 0 ° 16 ° = °
| n =
J Objem ¢&. 3 e e O ° °
4 5 |
Sousedni objemy

[12 5] \/"/v \/

FAKULTA STROJNI TUL A(SX5) T(5X1) b(5X1)
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Maticovy zapis soustavy rovnic

Ax=Db

@ Diagonalni koeficient

O Mimodiagonalni koeficient

® Neznama velic¢ina

© Zdrojovy ¢len

FAKULTA STROJUNE TUL
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Diskretizace rovnic

o Prevod soustavy PDR na soustavu algebraickych rovnic.
o 1 objem =1 algebraicka rovnice pro kazdou neznamou veli¢inu (p, T, u, v, w, ... ).
o Algebraické rovnice jsou sestaveny do maticového zapisu.

A (po)
ot

+V-(pve) =V - (Vo) +Q

l

N
apgp + Z UnpPrp = bp

nb=1

l

Ab =D

FAKULTA STROJUNE TUL
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Diskretizace rovnic — priklad

AT =b (1)
a1 Q12 43 ain1[T11  [b1]
a1 Az Q43 azn || T b,
az1 A3z Aazz - asn||T3|=]|b; (2)
LAy1 An2 Ans o GnndLTyd  Lbyd

o Neznamou je v tomto pfipadé teplota T ulozena ve stfedu kazdého objemu.
o Okrajové podminky pro T musi byt specifikovany a jsou obsazeny ve vektoru b.
o Vysledkem je skalarni pole teploty (obecné musi byt odvozeno pole pro kazdou z feSenych

fyzikalnich velicin.
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Diskretizace rovnic — priklad (2)

o 2D, stacionarni energeticka rovnice s konstantnim zdrojem tepla bez uvazovani
proudéni, tj. v =0 m/s (rovnice vedeni tepla v tuhych latkach).

Patch #2

L

Patch #1 (q=0)

)
A

‘e

.
([ . . . . [ J)
T
0O e O« T, =0 . . e O
T7 ’4\ TE Tg T"
Q ] ] L] ] L] Q
T12 T13 T14 T15 T17
0 O O
Patch #3 * 0

T20

. o]
T
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L]
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TWO
[ ]
T15
[ ]
Tio
T
y— T, —
I
A
Tas

o Hrani¢ni objem (Boundary)

 Vnitfni objem (Interior)

N
apdp+ Y anbuy, = bp

nb=1

—V - (kVT) = ¢
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Diskretizace rovnic — pfiklad (3)

Patch #1
Patch #2

N, € > N,

/| ==+

Patch #3 ~—~—— 1\ 3
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Diskretizace rovnic — priklad (4)

—V - (kVT) = ¢

—f, V- kVD)AV = [, qdV

— [, (kVT) - dA = §pVp

o Tato rovnice bilancuje energii pro objem P (lokalni formulace).

FAKULTA STROJUNE TUL

Zf, ((KVT) i - Afi = qpVp

(3)

(4)

(5)

(6)
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Diskretizace rovnic — pfiklad (5)

Patch #1
Patch #2 AX

Patch #3
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Diskretizace rovnic — pfiklad (6)

—|(kVT) 1 - Apr 4+ (KVT) gy - App + (KVT) p3 - Apz + (KVT) 4 - Apa] = GpVp  (7)

o Napfiklad pro plochu f, mizeme psat:

Afz = Ayfzi + 0j (8)
OXrp = XNz — Xp 9)
oT . oT .

Vsz = (&)fz L+ (a)fzj (10)

FAKULTA STROJUNE TUL 37
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Diskretizace rovnic — priklad (7)

o Po dosazeni dostaneme:

FAKULTA STROJUNE TUL

(11)

(12)

(13)
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Diskretizace rovnic — pfiklad (8)

—(kVT) - App = an2(Tyz — Tp) (14)
_ ., Ap
Ano = k 5xf2 (15)

o Analogicky odvodime koeficienty také pro zbyvajici 3 sousedni objemy:

FAKULTA STROJUNE TUL 39
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Diskretizace rovnic — pfiklad (9)

o Dosazenim odvozenych koeficientt do (7) dostaneme:

—|(kVT) 1 - Apy + (KVT) gy - App + (KVT) 3 - Agz + (KVT) 4 - Apg] = GpVp  (7)

Zfl 1(kVT)fi Afi = NB 2 ani(Ty; — Tp) = qpVp (17)

—(ay1 + ayz + ayz + ang)Tp + ay1Tys + an2Tnz + ansTnz + anaTne = GpVp

(18)

FAKULTA STROJUNE TUL 40
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Diskretizace rovnic — priklad (10)

o V uceleném tvaru lze tedy napsat:

apTp + X% aniTni = bp

NB

ap = — Xy an; = —(ay1 + ayy + aysz + ays)

bp = qpVp

(19)

(20)

o Rovnice podobné vztahu (19) mohou byt odvozeny pro vSechny konecné objemy sité, coz
vede na soustavu algebraickych rovnic. Ta muze byt feSena bézné dostupnymi

matematickymi metodami.

o Obecné muzou byt odvozeny podobné rovnice také pro ostatni veli€iny (p, u, v, w, k, ...).

FAKULTA STROJUNE TUL
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Diskretizace rovnic — priklad (11)

o Uvedena rovnice je odvozena v lokalni formulaci.

—(ay1 +ayz + ayz + ang)Tp + ay1Tyr + an2Trnz + ansTs + anaTne = GpVp

(21)

o Pro sestaveni maticového tvaru soustavy potfebujeme kazdou rovnici v lokalni formulaci
prevést na globalni formulaci, tedy pro kone¢ny objem €. 9 dostavame:

9Ty + anaTyns + an10Tn10 + An1sTnis + angTng = Golo (22)
AT =b (23)

FAKULTA STROJUNE TUL 42
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Diskretizace rovnic — priklad (12)

9Ty + anaTyns + an10TN10 + An1sTN1s + AngTng = GolVo

1 ....4..8910... 15 ........ 25

VE

| Objem ¢&. 9 |
Sousedni objemy

[4 10 15 8]
3 4 5

1
8 ¢ O p10

v
14 15 | 16

FAKULTA STROJNEI TUL

A 25x25) Tiasx1y Besx)

(24)
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Reseni diskretizovanych rovnic

o Diskretizace prevadi PDR na soustavu disktrétnich algebraickych rovnic.

o Pro ziskani neznamych veliCin (T, p, u, v, w, ...), je tyto rovnice nezbytné fesit.

o Techniky feSeni systému rovnic jsou nezavislé na pouzité metodé diskretizace.

o Metody FfeSeni systému linearnich algebraickych rovnic se obecné déli na:
O PFfimé metody (Gaussova eliminace, LU rozklad, ...)

Q Iterativni metody (Jacobi, Gauss-Seidel, Metoda sdruzenych gradientd, ...)

FAKULTA STROJUNE TUL
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Prime metody

o Pfimé metody vyuZivaji pomérné slozitého algoritmu pfi feSeni v porovnani s iteraénimi
metodami.

o Nicmeéneé tento algoritmus je vétSinou aplikovan pouze jednou.

o Jako pfiklad muzeme uvazovat nasledujici rovnici:

T=A1p (25)

o Reseni je zarueno, pokud Ize vypogitat A-1 (jakymkoliv zptisobem).

o Pro realné pripady je velmi nepraktické pocitat inverzni matici statisice az miliony objemd.

FAKULTA STROJUNE TUL 45
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Prime metody (2)
o Stavaji se vypocetné vice narocné jak roste pocet vypocetnich objema.
o Vyzaduji velké naroky na pamét PC.
o V jednoduchych pfipadech je matice A fidka a pro strukturované sité rovnéz pasova.
o Ve specialnich pfipadech je matice A navic symetricka.

o V téchto pfipadech se s vyhodou vyuzivaji techniky pro feSeni takto specifickych typu
matic, coz v mnoha pfipadech urychluje feSeni soustavy.

FAKULTA STROJUNE TUL 16



VMM
Iterativni metody

o Vyuzivaji tzv. princip ,,odhad-korekce*, kdy dochazi k postupnému zpfesnovani vysledku
opakovanym fesenim rovnic.

o Napriklad metody Jacobiho a Gauss-Seidelova.

o Postup resent.

1) Pocéatecni odhad diskrétnich hodnot T ve vSech objemech sité.

~ r  w . . . Vi —_ ZNB a T +b
2) Prochazeni vsemi objemy a aktualizace hodnot T s vyuzitim vztahu: T, = i=1 “Nit NiTUP
P ap
3) Pridchod vSemi objemy sité tvofi 1 kompletni iteraci. (26)

4) Kontrola dosazeni konvergencéniho kritéria (Ano = konec vypoctu, Ne = navrat do bodu 1, 2).
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VMM

(©)

Iterativni metody (2)

Pro libovolné velkeé koeficienty a, a ay; neni zaruCena konvergence ke spravnému resent.

Scarboroughovo kritérium musi byt splnéno.

_yNB . S s
YNB ani { < 1 provSechny Cleny 27)

<1 proalesponlcClen

VSechny matice, které splnuji toto kritérium jsou tzv. diagonalné dominantni.

G-S metoda mulze byt pouzita s nizkymi naroky na pamét, koeficienty matice jsou Casto
pocitany ,za béhu”, protoze v dany okamzik neni pro vypocet cela matice potreba.

G-S metoda je zfidka pouzivana v zakladni podobé pro rozsahlé systémy rovnic z dlvodu
pomalé konvergence.
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Shrnuti prednasky
o Diskretizace geometrie vs diskretizace rovnic
o Topologie a konektivita vypocetni sité (zpusob uloZeni uzld, ploch a objem)

o Reseni diskretizovanych (algebraickych) rovnic
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Dekuji za pozornost
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